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田中　洋平
Lucas型の数の素因子の解析的密度
Analytic density of prime factors of Lucas type numbers
Yohei TANAKA
概要
一般化したLucas数に現れる素因子の集合の解析的密度の計算を実行する.特に合同条件と
の関係を詳しく調べる.
はじめに
本論文では[4]の定理3で与えられたLucas型の数に現れる素[^]子の集合の解析的密度に関す
る公式の計算を実行する.そこで用いられた記号と用語をここにまとめておく.
0でない整数a,6に対し,漸化式
(
Lq-2, L¥_-a;
Lji+2 -nL71十1+wi'n, ′n-0,1,2,3,-
で定まるLn-Ln{a,b)を型a,b)のLucas数と呼ぶ・
c-c(0,6) -{p　素数lある,rLがあってp¥Ln{a,b)}
cc-cfα,b) -{p素数作意のnに対してp J(Ln{a,b)}
とし, 2以上の整数m, mと素な整数rに対し,
・r (m。dr′0-{p=素勘p≡r (modm)}
と置く.素数からなる集合』の解析的密度を
♂(4　-lim
sJl
と定める.
Liu二aS数を定義する線型漸化式の特性方程式
2:2-ax-6=0
の2根をα, βとし,この方程式の判別式を
D-(α-β　-a Ab
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とし,
u   u∵
7=万=-T
と置く.
Ln(a,b)-αn+β　-(l+7")βn
である・このことから　p-2やpEaとなる素数pはc,0,6)の元であり, p¥Dbとなる素数pに
ついてp∈c(a,b)となる条件はplaとなることがわかる・また・ 7が1のべき根になるとき<a,b)
の様子がすぐわかる([4]命題1の証明の直後を参照主　よって, p≠2, p)(Dabとなる素数pで,
7が1のべき根でない場合を考えれば良い・
βから平方因子をくくり出して,
D - dn　(d,nは整数でdは平方因子を含まない)
とすれば,
Q(α) - Q(β) - Q(読)
となる.この高々2次の体をガと置く. ∬0-∬とし　e-l,2,3,‥.に対して帰納的に,鶴_1
に1の2e乗根を付け加えた体をM., Mpに7の2e乗根を付け加えた体をKeと定める.
Q⊂K-KoCMlCKlC-⊂iCe-i⊂Me⊂KeC-
という体の増大列が得られる. (いつもMx-KQである.)素数pを含むKの素イデアル(の一
つ)をPとし,その剰余体がFq(q-pまたはp2)であるとする・ pについての仮定から. p/(p)
は不分岐で, 7をFq内で考えることができる　e-l,2,3,-に対して素数の集合
V[e) - {p I Ke/Qで(p)が完全分解},　　Q[e> - {p| Me/Qで(p)が完全分解)
7,去e)-{pu-p2, Ke/KでPが完全分解), Q㌢ -{pIq-p2, Me/KでPが完全分解)
とする.
(o)⊃ (i)⊃アfl)⊃・-⊃ (ォ)⊃　e+1)⊃　e+1)⊃- (*-1,2)
という素数の集合の減少列が2つ得られる.
1　密度定理
S(C)等の計算に次のTschebotareffの密度定理を利用する. ([2]参照)
定理1. g/Qを有限次Galois拡大,そのGalois群をGとする・ Gの共役類Cに対し,素数
の集合
vc- {p IpはK/Qにおいて不分岐でそのFrobenius共役類がCに等しい)
の密度は
S(Vc) -
となる.
これは国で引用した密度定理(定理2)を精密化したものになっている・
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2　密度の計算
定理2. (国定理3) £の密度は
s(n - ∑(8(V[e)) - wri;)) + ∑(6(T.皇e)) - HQie+1)))
e                                 e
J(£　-1 ♂(£C)
となる.
(1)の右辺を場合分けして計算する・
2.1d=lの場合
このときは,K-QなのでV%-Q㌢+1)のである.従って(1)の第1項の和を計算すれば
良い.また,α,β共に有理数なので7も有理数である.そこで,中ま21乗数ではあるが,2<+1
乗数ではないとする2<(
蝣7-ci(cは平方数ではない)とおくと,e-1,2,...,Iに対して,
Me-Ke-Q(l:/2e)でe>Iに対してMe-CKcl!2e~1-1,1^),ire-Q(ci/Ml/2e)とな
る.従って,
写(之一志H一品
となり,
♂(ど) -
1
2'-!-3
である.
2.2　d=-1の場合
このとき, K-KO-Q{√-i)-QUl/4), Kl-M2-Q(il'2,ll/4)で　>2に対しては,
Ke-Q(71/2M^), Me+1 -Q(71/Ml/2e+1^となる. -YがKの元として2L乗数だが, 21+l
乗数でないとする・7-c2', (c ∈Kは平方数でない)とおく　Ke/QとMe+1/QのGalois群
Gal{Ke/Q), Gal(Me+1/Q)を計算する・
l -0即ち, 7が平方数でない場合, Gal{Ki/Q) -Gal(M2/Q)は(2,2)型のAbel群になり,
e > 1に対して, Gal{Ke/Q)は加法群Z/(2e)の乗法群(Z/(2e))×の自然な作用による半直積
になり, Gal(Me+i/Q)は加法群2Z/(2e+1)の乗法群(Z/(2e+1))Xの自然な作用による半直積に
'".I."テ二.、
l>0のときは　e<lこ対して, Ke-Me+iで,そのGalois群は乗法群(Z/(2e))×になり,
e≧lに対して, Gal(Ke/Q)は加法群2'Z/(2e)の乗法群(Z/(2e))×の自然な作用による半直積
になり, Gal{Me+x/Q)は加法群2;+1Z/(2e+1)の乗法群(Z/(2e+1))×の自然な作用による半直積
になる.
p≦e)やQ昌+1は対応する体のGalois群中の加法群の元　>e-l mod (2e), 2e mod (2e+x)を
含む共役類によって定められる.このことからTschebotareffの密度定理を用いて(1)の第2項を
計算できる.
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2.3　d≠士1の場合
この場合は, Gal(Ke/Q)やGal(Me+i/Q)がもう少し複雑になるが,やはりTschebotareffの
密度定理を用いて(1)の第2項を計算できる.
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